ANALIZA FUNKCJONALNA I TOPOLOGIA
Lista 2 - Funkcjonaty liniowe i ich rozszerzenia
. Dla danej podprzestrzeni liniowej Y przestrzeni liniowej unormowanej X (nad

cialem rzeczywistym lub zespolonym) wyznaczy¢ przynajmniej dwa rozne funkcjo-
naty o € X~ takie ze Kerp =Y, gdzie

(a) X=cY=c

b) X =0Y = {(a:l,:vQ,.. )EX >, =311},

(c) X=C[0,1, Y ={f € X:f(0)=2f(1)},

(d) X =C[-1,1], Y ={f € X : [} f(t)dt = [', f(t)dt}, gdzie a € (—1,1).

. Niech X = R2, niech Y bedzie jej podprzestrzenia liniows oraz ¢ € Y*. Opisa¢
wszystkie rozszerzenia ® € X* funkcjonatu ¢ postaci

(a) ¢(21,0) =2z; dla Y = {(21,0) : 21 € R},

(b) @(x1,221) = —x1 dla Y = {(21,221) : 1 € R}.

. Niech X = R? z norma || . |. Wyznaczy¢ X* oraz || ¢ || dla kazdego ¢ € X*,
korzystajac ze wzoru na norme przeksztalcenia liniowego, gdy za norme || . ||
przyjmie sie kazda z trzech norm: ||.| s, ||-|[1 oraz || .||z

. Niech X = R? z norma || . || i niech Y = {(x1,0) : z; € R}. Dla ustalonego a € R
definiujemy ¢ € Y* wzorem

o(x1,0) = az;.
Korzystajac z poprzedniego zadania, wyznaczyé¢ rozszerzenie & € X* takie ze
|| ©||=] ¢ || dla trzech rozwazanych tam norm.

. Stosujgc Lemat Hahna-Banacha, pokazaé, ze istnieje liniowy funkcjonal ® na ¢°°
nad cialem R, taki ze

liminf a, < ®({a,}) < limsupa,

n—oo n—00
definiujac odpowiedni funkcjonal na przestrzeni ciaggéw zbieznych c.

. Pokazaé, ze kazdy ograniczony funkcjonat liniowy ¢ na podprzestrzeni M przestrzeni
Hilberta H posiada jednoznaczne rozszerzenie ® do ograniczonego funkcjonatu lin-
iowego na H o tej samej normie co ¢. Czy konieczne jest zatozenie, ze M jest
domknieta?

. Niech X bedzie niezerowa unormowang przestrzenia liniowa. Pokazaé, ze istnieje
niezerowy funkcjonat p € X*.

. Stosujac wniosek z Lematu Hahna-Banacha (o funkcjonale niezerowym), pokazac,
ze jezeli X jest unormowana przestrzenia liniowa, to dla kazdego wektora x # 0 z
tej przestrzeni istnieje p € X*, taki ze ||p||= 1 oraz p(x) =|| = ||.
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9. Pokaza¢, ze jezeli dwa wektory x, y unormowanej przestrzeni liniowej X spetniaja
o(x) = ¢(y) dla kazdego ¢ € X*, to x = y (zastosowa¢ wynik zadania poprzed-
niego). Czyli, jezeli x # y, to istnieje ¢ € X*, taki ze ¢(x) # ¢(y) (czyli, X*
rozdziela punkty w UPL).

10. Stosujac wniosek z Lematu Hahna-Banacha, pokazaé, ze jezeli ¢ jest niezerowym
funkcjonatem liniowym na przestrzeni liniowej X, to przestrzen te mozna roztozy¢

na sume prostg postaci
X =Kerp®Y

gdzie Y jest jednowymiarowa przestrzenia liniowa.
11. Stosujac wniosek z Lematu Hahna-Banacha, pokazaé, ze jezeli X jest UPL poraz

Y jest jej podprzestrzenia liniowsa, ktéra nie jest gesta w Y, to istnieje funkcjonat
liniowy ® € X* taki, ze ®(y) = 0 dla kazdego y € Y, ale  # 0.

12. Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad cialem zespolonym i niech ¢ bedzie
zespolonym funkcjonatem liniowym na X. Traktujac X jako przestrzen liniowa
nad cialem rzeczywistym, pokazac¢ ze

(a) funkcjonaly ¢;(z) = Rep(z) oraz po(z) = Imp(z), gdzie © € X, sa rzeczy-
wistymi funkcjonatami liniowymi,

(b) @(z) = ¢i(x) —ip1(iz) = pa(iz) +ip2(iz) dla z € X,

(c) jezeli X jest unormowana i ¢ jest ograniczony, to ¢, @ sa ograniczone oraz
lel=lleil=[le2 |-
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